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I). Polynémes sur K

1. Définitions et notations
Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

Définition

On appelle polynéme sur K une expression de la forme
an X"+ a1 X" '+, . +aXP+aX+a, neN,

ou les a; sont des éléments de K (appelés coefficients) et X est
lindéterminée.
Lensemble des polynémes sur K est noé K[X].
Exemple :
X% + mX* — V/2X? 4 3 est un polynéme sur R.
X® +iX* — '3 X2 + 2i est un polynéme sur C.
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Soit P un polynéme donné par
P=aX"+a, 1 X" 1+... +aX?+aX+ay
i) Sous cette forme, il est ordonné suivant les puissances
décroissantes.

i) Sous la forme
P=ay+aiX+aX?+...+a,_1 X" 1+ a,X", il est dit
ordonné suivant les puissances croissantes.

i) Si ap # 0, on I'appelle coefficient dominant de P et n est
appelée degré de P; on note : deg(P) = d°P = n.

iv) Si ap =1, ondit que le polyndme est unitaire.

v) Une constante a # 0 est appelée polynéme de degré 0.

vi) La constante 0 est appelée polynéme nul. Par convention
il est de degré —oo



Chapitre 3: Polynémes et fractions rationnelles

LPt.\lynéomes sur K

LDéfinitions et notations

Définition

Soient P et Q deux polynémes de K[X] donnés par
P=ay+aiX+aX?+...+a_1X""+apX",

Q=byg+ b1 X+bX+...4bp1 X" "+ bnX™, oln>met
A € K. Alors on définit P+ Q, AP et PQ comme suit :

(P+Q)(X):P(X)+Q(X):zn:c,-X’, ou ci=aj+b.

A (\P)(X) ZC,X’ ol ¢ = \a.

n+m
PQ) Z Cka ou Ckx = Z a,-b,-.

i+j=k
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Remarques :
m Le quotient de deux polynémes n’est pas, en général, un
polynéme.
m Un polnéme est nul si, et seulement si, tous ses
coefficients sont nuls.

Définition

Soit P=a, X" +...+a,_1X" " + a,X" un polynébme dans
K[X]. On appelle valuation de P et on le note val(P), le plus
petit des entiers naturels m tels que an # 0. Ici, si a, # 0 alors
val(P) = r et si a, # 0 alors deg(P) = n.

On a toujours r < n. C’est a dire que val(P) < deg(P).
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Soient P et Q deux polynédmes non nuls de K[X]. Alors
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) et val(PQ) = val(P) + val(Q).
deg(P + Q) < max (deg(P); deg(Q))
val(P 4+ Q) > min (val(P); val(Q))

Remarques :
m Sideg(P) # deg(Q) on a
deg(P + Q) = max (deg(P); deg(Q))
m Sival(P) # val(Q) on a val(P + Q) = min (val(P); val(Q)).
m les inégalités de 2) et 3 peuvent étre strictes :
1+ X+X3)+(—-1-X3)=X.



Chapitre 3: Polynémes et fractions rationnelles

LPolynéomes sur K

LDéfinitions et notations

Exercice

Déterminer le degré et la valuation des polynéme P+ Q, P+ R,
PQ et PR dans le cas suivant : P(X) = X% — X3 +2X? + X +6,
Q(X)=X?—-X+1etR(X)=2X3—-1

Les polynémes sont-il unitaire ?
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2. Division euclidienne

Théoreme

Soient A et B deux polynémes de K[X], avec B non nul. Il
existe un unique polynéme Q et un unique polynéme R dans
K[X] telsque : A= QB+ R, deg(R) < deg(B).Si R=0,0n
dit que B divise A, ou bien A est divisible par B, ou encore B
est un diviseur de A.

Démonstration : Unicité :

Supposons que nous ayons A = BQ; + Ry = BQ. + R avec
d°Ry < d°Bet d°R. < b°B. Alors B(Q; — Q) = Ro — Ry. Si
Q1 75 Qg, i.e. Q1 — Qg 75 0,ona

do(B(Q1 — Qg)) =d°B+d°(Gy — Qo) > d°Bet

d°(R> — Ry) < max(d°Ry,d°R,) < d°B d’ou contradiction.
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Existance :

SiBeK*,ona:A=(4A).B+0,donc Q= LAetR=0
et d°R < d°B

Si d°B > 1, posons
B=~by+ b X+ b2X2 +...+ bm,1Xm_1 + by X™M.
SiA=0,ona:A=0B+Aetd°A<0 < d’B.
Supposons que la propriété est vérifiée pour tout polyndéme
A de degré < n et montrons la pour d°A = n+ 1. Posons
P=ay+aiX+aX?+... +a X"+ a1 X" avec
ani1 7 0.
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mSin+1<malors A=0.B+ Aavec d°A < d°B
mSin+1>m,ona

A— %xnﬂfm.fz — Gt X+ X2+ .. +cX"=C
avec d"yC < n. Donc par hypothése de récurrence il existe
(Q1,Ry) telque C= Q1B+ Ry et d°Ry < d°B. Donc

A= (Q + %Xn—H_m).B-i— Ry, posons alors

m

Q=@+ 2 xm+1-m ot R = Ry. CQFD
m
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Exemple : Division de A(X) = X% +2X? + X + 1 par
B(X) = X? +1.
X34+2X2 + X +1 | X2 +1
X+2

X3 - X

2X2 +1
_2X2 -2

-1
Le résultat s’écrit : X3 +2X%2 + X +1 = (X2 +1)(X +2) -1,
d'oll Q(X) = X + 2 et R(X) = —1.

Exercice

Effectuer la division euclidienne de A par B dans les cas
suivants : A= X% —2X2 - X+1 et B= X%+ X.
A=X045X* - X2+1 et B=X?+2.
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3. Fonctions polynémiales

On appelle fonction polynémiale sur K toute fonction
f:K — K
X — f(X)=ay+ax+ax®+...+ap_1x"" + apx"
Le polynéme ag + a1 X + @ X2 + ...+ ap_1 X" ' + a,X" est
appelé polynéme associé a la fonction f.

Remarque :

m Ne jamais confondre la variable x de la fonction
polynémiale f et 'indéterminé X du polynéme associé.

m Pour a € K, on note P(a) la valeur prise par la fonction f
au point a.
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Proposition

Le reste de la division euclidienne d’un polynéme P par X — 3
est le polynédme constant égal a P(g).

Démonstration : d’aprés la division euclidienne de P par
X — 3, il existe un unique polynéme Q et un unique polynéme
R dans K[X] tels que

P(X) = Q(X)(X — B) + R(X), deg(R) < deg(X—73)=1.

Comme deg(R) < 1 alors le polynéme R est une constante ¢
dans K et P(B3) = ¢.¢
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4. Polyn6bme dérivé

Définition
Soit
P(X)=ag+aiX+aX?+...+a, 1 X" " +aX"= Z aXx'

un polynéme de K[X]. On appelle polynéme dérivé de P le
polynéme :

P(X)=ai+2aX+...+(n—1)a,_1X" 2+ nap X" 1 =
n—1

Z(i +1)ai 1 X'

i=0

Onnote P”, P, P™) ..., P() |a suite des polynémes dérivés
successifs. On pose également PO = P.

Les propriétés usuelles des dérivés s’appliquent également
aux polynémes.
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5. Racines d’'un polynédme

Soit P € K[X]. On dit que « € K est une racine (ou un zéro) de
P si P(a) = 0.

Théoreme

Soit P € K[X]. Un élément a de K est racine de P si, et
seulement si, P est divisible par X — a.

Démonstration : Ona : P(X) = Q(X)(X — a) + P(«). Par
conséquent P(X) est divisible par X — « si, et seulement si,
P(a) =0.0
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Soit P le polynéme sur R défini par P(X) = X3 — X? —3X + 3.
Déterminer une racine évidente de P.

En déduire une expression de P sous la forme d’un produit
d’un polynéme de degré 1 par un polynbme de degré 2.
En déduire 'ensemble des racines de P.

Définition

Soit P € K[X], soit « € K. On dit que « est une racine d’ordre r,
ou de multiplicité r, de P si P(X) = (X — «)"Q(X) avec
Q(«a) # 0.

m Lorsque r = 1, on dit que la racine est simple.

m Lorsque r = 2, on dit que la racine est double.

m Lorsque r = 3, on dit que la racine est triple.
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Théoreme

Soit P € K[X]. La racine o € K de P est de multiplicité r si et
seulement si, pour tout kK, 0 < k < r—1, P(k)(a) =0 et
P()(a) # 0.

Exemple: P=X3 — X2 - X +1, P =3X?-2X —1,
P =6X—-2,P(1)=P(1)=0et P'(1) # 0donc 1 est une
racine double de P

Théoréme (Théoréme de D’Alembert - admis)

Dans C[X], tout polynéme non constant admet au moins une
racine.
Corollaire

Tout polynédme P, de degré n > 1, de C[X] admet exactement n
racines complexes (comptés avec leur ordre de multiplicité).
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Exemples :
xS —x2—x+1=(x-12(x+1)
XY 1 =(x+)(x—N)x—-1)(x+1)
m X4 +1= (X _ eiﬂ/4)(X _ e3i7r/4)(x _ eSi7r/4)(X _ e7i7r/4)

Exercice

Montrer que i est une racine double du polynéme

P(X) = X5+ X° +-3X* +2X3 +3X% + X +1.
Déterminer les réels a et b tels que le polynéme
P(X) = X° 4+ aX* + bX® — bX? — aX — 1

admette 1 comme racine de plus grande multiplicité
possible.
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6. Polyndmes irréductibles

Définition
Soit P € K[X] un polynéme non constant, on dit que P est

irréductible (ou premier) si pour tout Q € K[X] divisant P, alors,
soit Q € K*, soit il existe A € K* tel que Q = A\P.

Théoreme

Les polynémes de degré 1 sont les seuls polynémes
irréductibles de C[X].

Démonstration : D’aprés le théoréme de D’Alembert, tout
polynébme P, de degré > 2, admet au moins une racine « € C.
P est donc divisible par (X — «), et il n’est pas irréductible.{
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Les seuls polynémes irréductibles de R[X] sont

m les polynémes de degré 1.

m les polynémes de degré 2, dont le discriminant
A = b? — 4ac est strictement négatif.

Démonstration : Soit P € P[X] un polynéme de degré 2.

Si A = b2 —4ac > 0, alors P admet deux racines rélles
(distinctes ou confondues) et s’écrit
P(X) = a(X — a)(X — B). Il n'est pas irréductible.

Si P est une polyn6me de degré > 2, d’aprés le théoréme
de D’Alembert, il adment au moins une racine « € C
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m Ou bien a € R, P est divisible par (X — «), et il n’est pas
irreductible.

m Ou bien o ¢ R alors @ est aussi racine de P.
P est divisible par (X — a)(X — @) = X? — 2Re(a)X + |af?
qui est un polyndme a coefficient réels. Par conséquent, P
n’est pas irréductible.

Exemples :
m X% —1=(X—-1)(X+1)eR[X] n'est pas irréductible.
m X% +1=(X—i)(X+ i) nest pas irréductible dans C[X],
mais est irréductible dans R[X].
m X2+ X +1=(X—j)(X—))nest pas irréductible dans
C[X] mais est irréductible dans R[X].
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[I) Décomposition d’'un polynéme en polynédmes

irréductibles

Théoreme

Dans K[X], tout polyndme P non constant se décompose en
produit de polynémes irréductibles.

Proposition (Décomposition dans C[X])

La décomposition en produit de facteurs irréductibles d’un
polynéme non constant de C[X] est de la forme :

P(X)=B(X —a)"...(X—ap)?

avec «o;€C,peC,reNetrq+...+rp,=n=deg(P).
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Proposition (Décomposition dans R[X])

La décomposition en produit de facteurs irréductibles d’un
polynéme de degré n > 1 de R[X] est de la forme :

P(X) = y(X—a1)" ... (X—ap)P(X3+B1 X+71)% ... (X34 Bk X+7k) %,

avec r+...+rp+2(sy+...+s) = n=deg(P), et
B2 —4~;<O0pouri=1,....K.

Exemples :

m P(X)=2X*(X —1)3(X? +1)3(X? + X + 1) est déja
décomposé en facteurs irréductibles dans R[X] alors que
sa décomposition dans C[X] est
P(X) =2X*(X —1)3(X — N?(X +i)2(X — j)(X —J) ou
. on —1+iV/3
J=er =75
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m Soit P(X) = X* +1.
Sur C. On peut d’abord décomposer
P(X) = (X? + i)(X2 — i). Les racines de P sont donc les
racines carrées complexes de i et —i. Ainsi P se factorise
dans C[X] :
PX) = (X (1) (X2 (1)) (X2 (1) (X2 (11)).

Sur R. Pour un polynéme a coefficient réels, si o est une
racine alors & aussi. Dans la décomposition ci-dessus on
regroupe les facteurs ayant des racines conjuguées, cela
doit conduire a un polynéme réel :

POX) = [(X = (1 +) (X = 2(1 = )|
(X201 +) (X + (1 = )]
= [X®+ V2X +1][X% - VaX +1],

qui est la factorisation dans R[X].
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Proposition

Soient A, B € [X], avec A # 0 ou B # 0. Il existe un unique
polynéme unitaire de plus grand degré qui divise a la fois A et
B.

Cet unique polynéme est appelé le pged (plus grand commun
diviseur) de A et B que 'on note pgcd(A, B).
Remarques :
m pgcd(A, B) est un polyn6me unitaire.
m SiAlBet A#£0, pgcd(A, B) = %A, ou \ est le coefficient
dominant de A.
m Pour tout A € K*, pgcd(\A, B) = pgcd(A, B).
m Si A= BQ+ R alors pgcd(A, B) = pgcd(B, R). C’est ce
qui justifie 'algorithme d’Euclide.
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Algorithme d’Euclide :
Soient A et B des polynémes, B # 0.
On calcule les divisions euclidiennes successives,

A= BQ + Rq deg Ry < degB
B=RiQ + Ry deg R, < deg R4

Ri = R-Qs+ R3 deg Rs < deg R>

Rk_o = Rk_1Qx + Rk deg Ry < deg Ry_1
Rk—1 = Rk Qk41
Le degré du reste diminue a chaque division. On arréte

l'algorithme lorsque le reste est nul. Le pgcd est le dernier reste
non nul Ry (rendu unitaire).
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Exemples :
m Calculonslepgcdde A= X*—1etB=X3—-1.

X421 = (X 1)x X+ X1
X-1 = X=1)x(X?+X+1)+0
Donc pged(X* —1,X3 —1) = X — 1.
m Calculonslepgcdde A= X% + X* +2X3 + X2 + X + 2 et
B=X*+2X3+ X2 4.

X5+ X4 +2X3 + X2+ X +2 =
(X*+2X3 4+ X2 —4) x (X —1) +3X3 4 2X2 +5X -2

X4+2X3 + X2 -4 =
(BX3+2X2+5X —2) x §(8X +4) — (X2 + X +2)

3X3+2X2 +5X -2=(X?+X+2)x(3X—-1)+0
Ainsi pgcd(A, B) = X% + X + 2.
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Définition
Soient A, B € [X]. On dit que A et B sont premiers entre eux si
pgcd(A, B) = 1.

textbfExemple : pged(X* + 1, X3 — 1) = 1. En effet :

XY+ 1=XXE=1)+ X +1
X—1=X+1)X?=-X+1)-2
1

1
X+1:—2(—§X—§)+0

Ainsi, pgcd(X* +1, X3 —1) = %2(—2) = 1 par conséquent, ils

sont premiers entre eux.
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L Division suivant les puissances croissantes.

Division suivant les puissances croissantes

oit deux polyndbmes A et B avec B(0) # 0 et un entier naturel n.
Alors il existe un unique couple (Q, R) de polynémes tel que

A=BQ+X"'R et d°Q<n.

Q et R sont respectivement le quotient et le reste de la division
suivant les puissances croissantes de par A par B a I'ordre n.
Exemple : A=4X +6X°+ X3, B=2+3X+2X? n=23.
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L Division suivant les puissances croissantes.

4X +6X2% 4 X3

—4X — 6X2 — 4X3

—3X3
3X3 + gx4 +3X°

x4 4 3x)

2
3

24+ 3X +2X2
3
2X — = x3
2
9

Ainsi A = B(2X — ZX%) + X*(5 +3X)

2
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V). Décompossition en éléments simples

Définition

On appelle fraction rationnelle a une indéterminée tout couple
(P, Q) de K[X] x K[X]*. On note g cette fraction rationnelle.
Lensemble des fractions rationnelles est noté K(X).

On appelle les pbles de la fraction rationnelle R = —, les

Q
racines du polynéme Q.
Si a est une racine d’ordre r de Q, on dit que a est un péle

d’ordre r de F.
X2
(X2 )2
1 et —1 sont deux pdles d’ordre 2 de F

Exemple : F =
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L Partie entiére d’une fraction rationnelle

Partie entiere d’'une fraction rationnelle

Définition

P
Soit R = — une fraction écrite sous forme irréductible
(pged(P, Q) = 1). Il existe un unique polyndme E (appelé

partie entiére de la fraction R) et un unique polynéme P; tels

que :

P P4
o= E+ aQ et deg(Py) < deg(Q).

Cette écriture est équivalente a P = QE + Py ce qui est
équivalent a dire que P; est le reste de la division euclidienne
de P par Q et E est le quotient de cette division.

Exemple : La division euclidienne de
P(X) = 2X* +3X% — X + 1 par Q(X) = X2 — 38X + 1 s’écrit :

2X4 4 3X3 — X +1 = (X?—3X+1)(2X2 +9X +25) + (65X —24)
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L Partie entiére d’une fraction rationnelle

on a donc
2X4 +3X3 — X +1 65X — 24
—2X°+9X +254+ ="
X2 —3X 1 1 XSt X

D’aprés la définition présidente on voit qu’on peut toujours se
, P

ramener a une fraction F = o) telle que deg(P) < deg(Q) et

pgcd(P, Q) =1
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LDéc:omposition en éléments simples dans C(X)

1. Décomposition en éléments simples dans C(X)

Théoreme

Soit F = g une fraction rationnelle de C(X) telle que
deg(P) < deg(Q) et pged(P, Q) =1 et g; un pole d’'ordre r;de F
1 <i<n),cestadireF=

(==, o a2

- (
Alors il existe une suite de complexes (A;) (1 < g n et
1 <j < r;) de complexes tels que
A 2 Ny
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LDéc:omposition en éléments simples dans C(X)

)\ij /\,'1 )\,’2 )\ir-
;= + +- 5 est
2 X-ay  (X-a) X-ap T (X-ay
appelée partie polaire associée au pble a;, et les éléments

— U __ sont appelés éléments simples de la fraction F.

(X —a)
2X
Exemple : F = (X—1)2(X + 2)3 =
a b c d e

X1 " X—12 X+2 " X722 T (X127

partie polaire de 1 partie polaire de 2




Chapitre 3: Polynémes et fractions rationnelles

L Décompossition en éléments simples

LDéc:omposition en éléments simples dans C(X)

Techniques de calcul des coefficients d’une
décomposition :
m )\, (le coefficient de I'élément simple de plus grand degre
dans une partie polaire) se calcule comme suit :
iy = Jim (X — a)"F(X)
X—a;

F_ 2X2-5X+9  a L b . c
X —-1)2(X4+2) X—-1 (X-1)2 X+42

b= lim (X —1)?F(X) =2

c= X +2)F(X)=3 (pble simple)

lim (
X— -2

Doy 2X°-5X+9 a2 2 3
X—12(X+2) X—-1 (X-12" X+2
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LDéc:omposition en éléments simples dans C(X)

m On peut substituer a X des valeurs particuliéres et
résoudre le systeme obtenu. Par exemple pour calculer a
dans la décomposition :

2X2-5X+9  a 2 3
X—12X+2) X—1 x—12 x+22°"
remplace X par 0 puis on déduit a = —1.

m Parfois on calcule des limites en co. Par exemple

Xli_r>noo(X— 1)F(X)=a+c=2. ainsia= —1

Détermination pratique : Supposons que

F = P -\ + A2 +-- Ar + F
“X-ayQ (X-a) (X-ap T (X-ay "

Pour déterminer les coefficients de la décomposition associés

au pdle ad’ordre r, on effectue la division euclidienne suivant

les puissances croissantes de P(X + a) par Q;(X + a) a I'ordre

r — 1 (cad jusqu’a obtenir un reste qui est un multiple de X").
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L Décompossition en éléments simples

LDéc:omposition en éléments simples dans C(X)

Alors le quotient de la division euclidienne est :
ArF A X 4 XX A X

X2 41
Exemple : F — _
xemp'e X 1) (X+1)
M o, de L de M b
X—1) T (X—12 T (X=1P T (X=1)F " X+1

P(X)=X2+1,Qi(X) =X +1, P(X+1) =2 +2X + X?,
Qi(X+1) =2+ X. le quotient de la DESPC de P(X + 1) par

1 1 1
Qi(X + 1) alordre 3 est 1 +§X+ ZX2_§XS' Donc
F_ X2+ 1 B
X =DAX 1)
1 1 1
8 4 2 1 b
X1 T X1 T (X—1)p T X =1 T X+
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LDéc:omposition en éléments simples dans R (X)

Décomposition en éléments simples dans R (X).

Théoreme

. P . . . :
Soit re) une fraction rationnelle sur R. Le dénominateur Q peut

s’écrire sous la forme du produit A(X — a;)P1(X — az)P2... (X —
ak)pk()(2 + by X+ )T (X2 + b X+ c)%... (X2 + by X + ¢;)%,
ou les p; et g; sont des entiers et les a;, b;,c; et A des réels tels
que b? — 4¢; < 0.

Il existe alors un polynéme E, des éléments d; de R et des
polynémes Aj; de degre inférieur ou égal a 1 tels que :
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LDéc:omposition en éléments simples dans R (X)

di1 di2 dip, ko,
E+(X—31%+(X—a1)2+"'+/§X—a1)P1 A XA
11 12
e Xt a) B+ biXtoE T
A1Q1 + + que
(X2+ b1 X+c)n (X2 +beX+ )

m le polynéme E s’appelle la partie entiere de Q'
i s’appellent des

(X —ay

éléments simples de premiére espeéce,

m les fractions de la forme

m les fractions de la forme

J - des éléments
(X2+bX+c)

simples de seconde espéce.
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L Décompossition en éléments simples

LDéc:omposition en éléments simples dans R (X)

Exemple : Soit F(X) = X2 +1 une fraction
| X(X—1)(X2+1)3
rationnelle.
Une décomposition théorique de la fraction rationnelle F(X) est
donnée par
F(X) a b cX+d eX +f

XX 1T xE T T e
Par un calcul élémentaire, nous trouvons a= -1, b =1/2,

c=1,d=—-1,e=1etf=0.Danscecas,ona

1 1 +X_1+ X
X 2(X—-1) Xo+1 (X2+1)2
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